Calcul vectoriel- Receuil d’exercices 


A. Bourrass et E. Zerouali 
SM-SMI 
Septembre 2007 




CHAPTER 1 


Calcul vectoriel 


Exercice 1 : Soit U et V deux vecteurs libres de representants OA et OB en un point O de l’espace. 
Montrer que les representants de U + V et de U — V sont portes par les diagonales du parallelogramme 
construit sur OA et OB. 

Rep. Par construction U + V = OS, ou S et l’unique point tel que OASB soit un parralelograme. Done 
U + V est porte par la premiere diagonale de ce parallelogramme. D’un autre cote on a 
U-V = OA-OB = OA + BO = BS + BO 

est done e’est la premiere diagonale du parralelogramme BSAO,ce qui correspond a la deuxieme 
diagonale du parralelogramme OASB. 


£ 


Exercice 2: L’espace intuitif etant assimile a un ensemble de points et note £, soit f : £ 
l’application definie pour tout M £ £ par f(M) = AI' , avec M' tel que MM 1 = U avec U 


un vecteur libre donne. L’application / est appelee translation definie par U. 

> > 

1) Montrer que si f(M) = M’ et f(N) = N', alors MM' et NN' sont equipollents ainsi que 


MN et M'N' . 

2) Soit ABCD un parallelogramme, A! = /(A) , B' = f{B), C' = f(C) et D' = f(D). Quelle 
est la nature du quadrilatere A! B'C DO Soit / le point d’intersection des diagonales de ABCD et 
I' celui des diagonales de A'B'C'D'. Montrer que /(/) = I'. 

3) Montrer que les segments de clroite CA1 ,BD' et AC' se rencontrent en un point J qui est le 
milieu de chacun d’eux. Montrer que J est le milieu de II' . 

4) Soit fi les translations definies par U , i = 1, 2. Determiner le vecteur associe a $ 2 ° fi et 
montrer que / 2 o/i = /io/ 2 . 


Rep. 1) On a MM' = U = NN' et par suite ils sont equipollents. On aussi MN = MM' + M'N = 
NN 1 + M'N = M'N, ce qui donne que MN et M'N' sont equipollents. 


2) Puisque ABCD est un parallelogramme, les vecteurs AB et CD sont equipollents et clone A!B' 


et CD' le sont aussi. De meme pour les vecteurs B'D' et C' A' . Ce qui implique que A' B'C' D' est un 
parallelogramme . 

Si I le point d’intersection des diagonales de ABCD , on aura AI et ID sont quipollents ainsi que 
Bl et IC. II en serait alors de meme pour les vecteurs A' I' et I'D' et pour les vecteurs B' V et I'C' . 
Finalement /' est le point d’intersection des diagonales de A'B'C'D'. 


Exercice 3 Soit f : £ — > £ definie par f(M) = M' avec M' tel que MM' = MA — MB + 2 MC 

et g:£ — >£ definie par g(M) = M" avec M" tel que MM" =2>MA — MB + MC 

i) Calculer AIM' en fonction de AI G\ et MM" en fonction de AIG 2 ou G\ et G 2 sont 

les barycentres respectifs des systemes ponderes {(A, 1) , (B, — 1) , (C, 2)} et {(A, 3) , (B, — 1) , (C, 1)} . 

Quelle est la nature de / et de g ? 

ii) Soit ~u € V, I € £ et A la droite D{I,~u). Determiner /(A) , g{ A) et fog(A). 

Rep. On a 0 = GiA — G\B + 2GiC et 0 = 3 G 2 A — G 2 B + G 2 G et par suite 
MM' = MG[ + CA - AIGi - CJ3 + 2MG[ + 2 G^G = 2AIG[ 

MAC = 3 MGl + 3 G^A - AIG 2 - CB + MG 2 + G 2 C = 3 MG 2 
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Les points sont alignes (ainsi que (M, G 2 ,M")). II en clecoule que / est une homothetie de 

centre G\ et de rapport 2. ( g est une homothetie de centre C 2 et de rapport 3). 

ii) On a Me D{I,~u) si et seulement si il existe a € R tel que IM = alt. Soit /' l’image de I par /. 
On aura : MM' = MA - AIB + 2 MG etJl' = lA-LB + 2 IC. On a done 


I'M’ = I' I + IM + MM' = IM + MM' - II' = 3 alt. 


Finalement /(A) est la droite (parallelle a A) passant par /' et de vecteur directeur it. De meme g{ A) 
est la droite (parallelle a A) passant par /” et de vecteur directeur it et / o g{ A) est la droite (parallelle 
a A) passant par / o g{I) et de vecteur directeur it. 


Exercice 4 : Soit U et V ; deux vecteurs libres de representants OA et OB non equipollents, et a, f3 
deux reels > 0 tels que a + /3 = 1. Soit O un point quelconque de l’espace et un point C tel que 
AC = aAB et CB = (3AB. 

1) Montrer que OC est un representant (en O ) du vecteur libre (3U + aV (utiliser des triangles 
semblables a OAB). En particular, si C est le milieu du segment AB alors OC = \OA+ ^OB pour 
tout point O de l’espace. 

2) Deduire de ce qui precede que: 

i) les medianes d’un triangle sont concourantes en un point qui divise chacune d’elles dans un 
rapport I ( = t) • 

ii) les diagonales d’un parallelogramme se coupent en leurs milieux; 


Rep. 1) On a OC = OA + ^4C = OA + aAB = (1 — a)OA + aOB = j3U + aV En particular, 
si C est le milieu du segment AB on aura a = (3 = ^ et en appliquant ce qui precede, on obtient 
OC = \OA+ \OB pour tout point O de l’espace. 

2) i) Soit ABC un triangle, D le milieu de BC et O un point quelconque de l’espace. Soit X le point 
de AD tel que AX = | AD . D’apres ce qui precede on a OD = \OB + \OC. Appliquons ce qui 
precede a A, D et C = X avec a = on aura OX = \OA + \OD = | OA + | \{OB + \ OC ). Done 

OX = \{OA + OB + OC). On voit que cette egalite est independante de la mediane AD issue de 
A. Autrement dit, on obtiendra la meme formule en considerant les milieux E et F de AB et AC 
respectivement. Done le point X verifiant AX = | AD verifie aussi CX = | CE et BX = | BF . En 
conclusion, les trois medianes AD, BF et CE se coupent au meme point X qui divise chacune cl’elle dans 
le rapport \ . 

ii) Par clefintion de la relation d’equipollence, les diagonales du parallelogrammes ABCD se coupent en 
leurs milieux car les vecteurs qui constituent les cotes sont equippollents deux a deux. On peut aussi 
retrouver le resultat en effectuant des calculs analogues a la question precedente. 


Exercice 5 : Soit A, B, C, D quatre points non coplanaires, m £ R. et I,J les milieux des 

segments AB et CD. Soit G m le barycentre des points ponderes (A, 1), ( B , 1) , ( C , to — 2) , (D, m) . 

i) Determiner G\ et Gi. 

ii) Montrer que Gi est le milieu de G\J. 

iii) Montrer que I Cm = n ^-IC + \ID. Quel est le lieu de G m lorsque m parcourt R ? 

iv) Verifier que m JG m est un vecteur constant que l’on determinera. 


Rep. i) Par definition, on a 
1 


OG m = 


, _ „ (OA + OB + (m-2)OC + mOD) = —(OA + OB + (m.-2)OC + mOD) 

1 + 1 + to. - 2 + m v ' ’ 2m v ' ’ 


et par suite: 


1 


1 


OGi = -{OA + OB-OC + OD) et OG 2 = -{OA + OB + 2 OD) 
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ii) GiG 2 = OG 2 - OG 1 = ^(OA + OB) + \ 


OC et 


G 2 J = OJ - OG 2 = \{OC + OD) - \(OA + OB 
Ce qui montre que G 2 est le milieu de G\J. 
iii) On a 


2 OD) = l(OA- OB) - \OC = —G\G 2 . 


IGm — 


OGmj- OI_ 

2^(04 + OB+(m- 2 )OC + mOD) - 01 

hoi- 


JF=F°C+\0D-0^ 

- (OC 1 — 07) + + 1 {OD ~ OI) 


m — 2 


ic 


~2 ID - 


iv) mJG m = m(OG m — OJ) = m{i^{OA + OB + (m — 2)00 + mOD) — \ (OC + OD)) = \{OA + 
OB + (m - 2)0(7 + mOD) - f (OC + CD) = i (04 + OB) -OC=OI-OC = CI 


On a done JG m = 4 - GI et par suite le point G„ 
point J. 


parcourt une droite passant par J mais privee de ce 


Exercice 6 : Soit A , B, G, D quatre points non coplanaires et k £ R. Soit les points E et F tels 
que AE = kAD et BF = kBC. Soit I,J,H les milieux respectifs de AB,CD et EF. 

i) Montrer que les points /, J, F[ sont colineaires. 

ii) Determiner l’ensemble des points FI £ £ lorsque k varie dans R. Quelles sont les valeurs de k 
qui correspondent a FL = J eta H = / ? 

Rep. i) Des relations OI = \(OA + OB ), OJ = \ (OG + OD) et OH = \{OE + OF), il vient 
IH = kJJ et done les points I, J,H sont colineaires. 

ii) D’apres la question precedente, H parcourt la doite passant par / et de vecteur directeur IJ. 

Si H = J, cela voudrait dire que H est aussi le milieu de CD. Et comme CD et EF sont equipollents, 
on deduit que E = B et F = D, et par suite que k = 1. Par le meme argument si H = I, on obtient 
k = 0. 


Exercice 7 : Soit trois points A,B,C. Soit Gi,G 2 et G les barycentres des systemes ponderes 

{(-4, 01) , (B, 61) , (G, ci)} , {(A, a 2 ) , ( B , b 2 ) , (G, c 2 )} , et {(A, oq + A a 2 ) , (B, b x + A b 2 ) , (G, a + A c 2 )} re- 

spectivement, A etant un nombre reel non nul. Etablir la relation 
> > — > 

(a\ + bi + Ci) GiG + A (a 2 + b 2 + c 2 ) G 2 G =0 et en deduire que les trois points sont alignes. 
Rep. Par dedinition des barycentre Gi,G 2 et G on a: 

(ui ~ b\ — ci)GGi : ctiGj4 ■ b\GB + c\GC, (n 2 — b 2 — c 2 )GG 2 = cl 2 GA — b 2 GB -t- c 2 GC et 

0 = (ui + A a 2 + b\ + A b 2 + Ci + A c 2 )GG = (ai + Xa 2 )GA + (61 + A b 2 -\-)GB + (ci + Ac 2 )GG. 

Multiplions la deuxieme egalite par A et additionnons la avec la premiere: 

(ai + bi + ci)GGi + A(a 2 + b 2 + c 2 )GG 2 = (ai + A a 2 )GA + ( bi + A b 2 +)GB + (ci + A c 2 )GG = 0 

> > — > 

Cette egalite signifie que aGGi + (3GG 2 = 0 avec 

a = ai + &i + Ci et /3 = a 2 + 6 2 + c 2 . C’est a dire que les trois points G, Gi et G 2 sont alignes. 

Exercice 8 : Soit G et G' les isobarycentres des points supposes distincts A,B,C et A',B',C'. 
Etab lir la r elatio n 

AA' + BB' + CC' = AB' + B? + G? = 3 GG'\ 

Rep. G et G' etant les isobarycentres des points A, B, C et A! , B' , C' , on a 
GA + GB + GC = ~0 et (FA' + GTB' + GC' = "0 . 

Eval uo ns la s omm e demand ee 

AA' + ~BB' + ~CC' = AG + GG' + G r A' + BG + GG' + GB? + CG + GG' + CFC' = 3 GG' . 

Les memes calculs conduisent a la deuxieme egalite AB' + BC' + CA' = 3 GG' . 

Exercice 9: L’espace est rapporte a un repere orthonorme [o, i , j , k'j , soit les points A (0,0, a) 
et A' (0, 0, —a) avec a > 0. 
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i) Donner les equations vectorielles et cartesiennes des droites D i ^ et D [A' , j ^ . 

ii) Soit a l’abscisse d’un point quelconque de D j ''j et /? l’ordonnee d’un point quelconque 
de D ^A ! , j ''j . Donner les coordonnees du milieu I de MM' . 

iii) On suppose que M et M ’ varient sur D (^A, j j et D ^A', j ^ de telle sorte que MM' = l 
avec l > 2 a fixe. Determiner analytiquement le lieu de I. 

iv) Soit H 1 H' les projections orthogonales de M, M' sur le plan z = 0. Montrer que OI = \HH' 
et retrouver le resultat precedent. 

v) On suppose maintenant que M et M' varient sur D ^A, j j et D ^.4', j ^ de telle sorte que 

> ^ ^ 

la projection orthogonale de MM' soit colineaire a un vecteur donne u . Determiner le lieu de I . 

Rep. i) M £ D j ^ si et seulement 3A G R tel que AM = A i . Ce qui donne l’equation 
vectorielle. L’equation cartesienne est alors x = A , y = 0 et z = a. De meme M £ D ^A\ j j si et 

seulement 3A £ R tel que A' M = A j et les equations cartesiennes sont x = 0 , y = \ et z = —a. 

ii) 01= ±(OA + OA') = l(at + p7) 

iii) On a MM' 2 = a 2 + f3 2 + 4a 2 , done si MM' = l, on aura OI 2 = a 2 + (3 2 = l 2 — 4a 2 . Ce qui implique 
que / parcout un cercle de centre O et de rayon \Jl 2 — 4a 2 . 

iv) On a H(a, 0, 0) et H'{ 0, a, 0) et done HH' = yj a 2 + (3 2 = 201 ce qui donne le resultat recherche. Le 
resultat precedent est alors obtenu, on observant que HH' est constant. 

v) Si HH' = Xu , pour un vecteur fixe u = b i + c j on obtient OI = ^(a i + (3 j ) = b i + c j ce qui 
donne a = aX et (3 = bX qui est l’equation de la droite passant par O et de vecteur directeur ~u . 
Exercice 10: a) Determiner deux vecteurs engendrant le plan d’equation cartesienne 2x+3j/ — 2 — 1 =0 

b) Soit les vecteurs libres V\ (1, 0, 1) , Vi (0, 2, —1) et les points A (2, 1,1) , B (l, 5 , 5 ). Donner 
les equations cartesiennes du plan P (A, Vj, Vaj et de la droite D ^ B , V J avec V = V\ — V2 . 


Rep. a) Les plans d’equations Pi : 2x + 3y — z — 1 = 0, et Po : 2x + 3y — z = 0 ont les memes vecteurs 
directeurs. Puisque (0, 0, 0) £ Po, pour un point M(x, y, z) £ Po, on a OM = (x, y, z) = x, y, 2x + 3 y) = 
:r(l,0,2) +y(0, 1,3). Done Pi est engendree par les vecteurs v\ = (1,0,2) et Vi = (0,1,3). 

b) M(x, y,z) £ P (^A, Vi, Vij si et seulement si, AM = a-Vj + (3Vi. Ceci donne le systeme d’equations 
parametriques suivant: 


x — 2 = a 

y- 1 = 2/3 

z — 1 = 2a — (3 


En ecrivant 4Li — Li + 2 L 3 , on obtient 4a: — y + 2z — 7 = 0, ce qui represente lequation cartesienne du 
plan. 

On a M(x, y,z) £ D ^ B , V^j si et seulement si BM = A V, ce qui conduit aux equations parametriques 
de la droite 



et en considerant 2+! + L 2 et L 2 + L 3 , on aboutit aux equations cartesiennes 


f 2x + y~l = 0 
\ y + z — 1 = 0 


Exercice 11: L’espace etant rapporte a un repere, soit A et B deux points quelconques de l’espace. 
On considere les vecteurs U\ (0, 1, 2) ; U 2 (1, 2, 3) ; V\ (1, 1, 1) ; V 2 (—1, 0, 1) 

1) Montrer que les plans P (a, Ui,Ui) et P (b, Vi, Vi) sont paralleles 
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2) Montrer que les deux plans P (^A, U , et P (^A, W\, IP 2 j sont confondus, avec U (1, —2, 1) 

, P (-1,1,1), wj (-1,0,3) et (0,-1, 2). 

3) Determiner la droite intersection des deux plans P (^A, U ,V^j et P S , W 2 j oil S (1, — 1, 1) . 

Rep. 1) Les Plans P(A, U\, U 2 ) et P(B , Vj . V 2 ) sont paralleles si et seulement si leurs vecteurs normaux 
sont colineaires. C’est a dire si et seulement si les vecteurs Hi A U 2 et Pi A V 2 sont colineaires, On a 
t/i A U 2 = (-1, 2, -1) et Pi A V 2 = (1, -2, 1) = -U x A U 2 . 

On peut aussi remarquer que Pi = Pi + V 2 et U 2 = 2Pi + V 2 pour dire que les Plans P(A, U\,U 2 ) et 
P(P, Pl, P 2 ) sont paralleles 

2) Comme les deux plans P(A , U , P) et P(A, II' j , W 2 ) passent par le meme point, il suffit cle montrer 
que U et P sont coplanaires avec W\ et W 2 . On peut remarquer pour cela que U = 2W 2 — W\ et 
V = W 1 -W 2 . 

3) Soit T un vecteur directeur de la droite P{A, U , P) 0 P(A, S , 1P 2 ). Comme A G D{A, T), pour 
determiner T, il suffit de trouver un vecteur qui est coplanaire a la fois aux vecteurs U et P et aux 
vecteurs S et W 2 . D’apres la question 2), on a W 2 = U + V est done coplanaire a U et P. Il est en 
plus coplanaire a S et W 2 . On peut alors prendre T = W 2 . P{A , U , P) 0 P(A, S , IP 2 ) = D(A, W 2 ) 

Exercice 12: On considere les vecteurs libres U (1, — 2,1) , P (—1,1,1) , W( 1, — 1,1) et les points 

A (0, —1, 2) , M (1, —2, 3) , N (1, 0, 1) dans un repere de l’espace. 

i) Montrer que A est sur le plan P (o, U, P^ . 

ii) Donner les coordonnees des projections sur D (o, IP^ parallelement a P [o, U , P^ des points 
A, M, N. 

ii) Ecrire les vecteurs OM et ON comme sommes d’un vecteur sur D^0 1 W^j et d’un vecteur 
sur P (o, U , P^ . 


sur P ( O, U , V ) . 


Rep. i )AgP(0,U,V) <=$■ 3a, /3 reels tels que OA = aU+/3V. C’est adire 0 = a— (3, — 1 = — 2a+/3 
et 2 = a + (3. Une solution de ce systeme est a = f3 = 1. Done A € P(0, U , V). 

ii) Les projections des points A, M et N sur D ^O, W^j parallelement a P ( O , U,V^j sont les 

points A M' et N' definis par A! = D(0, IP) 0 P U , P^ ,M' = D(0, IP) 0 P (m, U , P^ et N' = 

D(0 , IP) fl P (^N, U , p) • On fait l es calculs pour le point A , les autres points s’obtiennent de maniere 
similaire. 

A'(x',y',z') G D(0,W) ^ 3a G P; OA = aW 
A'(x',y',z')&p(A,U,V ) ^ 3 / 3 , 7 /Zp = 7 P + /3P 


„ . I x' = a ,y' = —a , z' = a 

D ou le systeme d equations { , . . „ „ . 

J M \ x' = 7 - /V + 1 = -2 7 + /3, z' - 2 = 7 + /? 

Il faut clone resoudre ce systeme a six inconnues et six equations. De la premiere ligne vient 

x' = —y' = zJ puis dans la deuxieme ligne, on obtient (3 = 7 = —1. D’ou x' = y' = z' = 0, A' = O (Ceci 


provient du fait que iGP^O,[/,pj) 


iii) Rappelons que tout vecteur lie sur le 


plan P 


0,11 , V ) s’ecrit sous la forme aU + (3 V avec a, /3 


reels. Il s’agit done de trouver a, (3 et 7 tels que OM = aU + (3V + 7 IP. D’ou le systeme cl’equations 


1 = a — /3 + 7 , 2 = —2a + /3 — 7 ; 3 = a + /3 + 7 

dont la solution est a = /3 = 7 = 1 et par consequent OM = (P + V) + W. 
Le systeme d’equations associe a N est 

1 = a — /3 + 7 , 0 = —2a + (3 — 7 ; 1 = a + /3 + 7 



8 


1. CALCUL VECTORIEL 


de solution a = — § , = | e t 7 = §. Done OM = Si + W\ avec Si = ~\U + \V et W\ = § W. 

Exercice 13: Soit dans le plan i et j deux vecteurs libres. On considere les vecteurs ~u = 

irp + 7) et ~v = ^ (-7 + 7) • 

i) Soit O un point du plan. Pour tout point M du plan, on note ( x , y) ses coordonnees relativement 
au repere ^O, i , j^J et (x',y') ses coordonnees relativement a (O, Tt,!?). Ecrire les equations 
suivantes dans le repere (0,1?,^?): 5x 2 + 6xy + 5y 2 — 8 = 0 ; xy = 1 ; 5x 2 + 4xy + by 2 — 21 = 0 . 

Rep. Dans ce genre de probleme, il faut exprimer les ainciennes coordonnes ( x , y) en fonction des 
nouvelles (x',y') pour pouvoir les remplacer. Pour tout point M(x,y ) = M(x',y') du plan, on a x i + 
y j = x'U + y'V . Avec les formules donnees, on a x i +y j = ^ x ' i + ^x' j — ^y' i + ^y' j = 
x ' — y') i + x ' + y') j D’ou x = x ' — y') et y = x ' + y'). On reporte dans chacune des 

equations donnees et on obtient la premiere: 

5 ^ 0 ' - y'f + 6 \( x ' 2 - y 12 ) + 5 \( x ' + v ' ) 2 -8 = 0 

Apres simplifications : 2x' 2 — y' 2 — 4 = 0. 

Pour la deuxieme, on obtient x' 2 — y' 2 = 2. 
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Exercice 1 : 1) Soit un triangle ABC et M le milieu de BC. Montrer que 

a BC 2 = AB 2 + AC 2 - 2 ABAC 

b AB 2 + AC 2 = 2 AM 2 + \BC 2 

c 4AM 2 - BC 2 = 4AB.AC 
d AB 2 - AC 2 = 2BC.MA 


2) 2) Soit A,B,C,D, quatres points de l’espace. Montrer que 


AC.BD = AB.BD 


BD 


DC.BD 


Si BA.BD <0 et DB.DC < 0 , alors 


AC 


> 


BD 


Rep. (1) a. BC 2 = BC.BC = {AC - AB){AC - AB) = AC. AC + AB.AB - AC.AB - AB.AC = 
AB 2 + AC 2 - 2 ABAC 

b. On ecris AB 2 + AC 2 = AM 2 + MB 2 + 2AM. MB + AM 2 + MC 2 + 2AM. MC = 2AM 2 + \BC 2 + 
\BC 2 + 2 AM. (MB + MC) = 2 AM 2 + \BC 2 

c. II suffit d’utilier les deux premieres relation 2(2) — (1) pour avoir le resultat recherche. 

d. AB 2 -AC 2 = {AM + MB). (AM + AfB) — {AM + MC).{AM + MC) = AM 2 + MB 2 + 2AM. MB - 
{AM 2 + MC 2 + 2AM. MC) = 2 AM. {MB - MC) = 2BC.MA. 

2) On a 

AC.BD - AB.BD - DC.BD = BC.BD - DCA3D = BD.BD = \\BD\\ 2 . 

En particular si BA.BD < 0 et DB.DC < 0 , on obtient ||RI4|| 2 < AC.BD < ||AC’||.||RD|| et finalement 
\\BD\\<\\AC\\. 


Exercice 2 L’espace etant rapporte a un repere orthonorme yO, i , j , k J, soit les points 
A(2, 0, 0); i?(0, 4, 0) , C(0, 0, 6) . 

1) Donner les equations vectorielle et cartesienne du plan {', P ) passant par A, B , C. Montrer que la 
droite D{0,~u) avec ”u(l,— 2, 0) est parallele au plan (P) . 

2) Soit ( Q) le plan d’equation 3y + 2z — 6 = 0 . Donner les composantes d’un vecteur normal a 
(Q) et verifier que la droite {OA) est parallele a (Q) . 

3) Donner F equation vectorielle de la droite intersection de (P) et de (Q) 

4) Soit £7(1, 2, 3) et D(0, 2, 0), d”eterminer 1 ’intersection de (P) et {DE) ? Que represente cette 
intersection pour le triangle ABC ? 

5) Soit S = |m, MC.A1A — MB.MC = 2MC 2 | , quelle est la nature de S ? Donner son equation 
cartesienne et determiner (P) D S 


Rep. 1) M £ P •<=>■ {AM, AB, AC) sont coplanaires. Ce qui revient a dire que det{AM, AB, AC) = 

x-2 -2 -2 

y 4 0 I = 24x + 12 y + 8z — 48 = 0 


0. On a det{AM , AB , AC) = 


La droite D{0,~u) avec 1?(1,— 2,0) est parallele au plan (P) si et seulement si (" u,AB,AC ) sont 
coplanaires, ou encore que det(u ,AB,AC) = 0. La derniere affirmation est facile a verifier. 
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2) Les composantes de la normale a (Q) sont n2(0,3,2). Avec le meme argument que precedement, il 
suffit de verifier que AO.n^ = 0. Ceci se fais sans peine puisuqe (2, 0, 0).(0, 3, 2) = 0. 

3) Le vecteur directeur ~a de la droite (P) fl (Q) est orthogonal aux normales de (P) et de (Q). on peut 
done prendre d = n[ A = (0, —2,3). II nous reste a trouver un point sur cette droite. Ce qu’on peut 
faire en resolvant le system obtenu a partir des equations de (P) et ( Q ). 

dont une solution est par exemple (1,2,0). 

Si on pose P(l,2,0), l’equation vectorielle de (P) fl ( Q ) est celle de la droite D(H, d). 


( 6x + 3y + 2z — 12 = 0 
\ 3y + 2z — 6 = 0 


4) Soit G = (DE) n (P). Ce point G est telque DG = XDE = (A(l,0,3) et G G (P). Si x,y,z sont 
les composante de G, on aura x = A ,y = 2 ,z = 3A et 6x + 3y + 2z — 12 = 0. On deduit les coor- 
donnees de G(|, 2, |). On a OG = \(OA + 2 OB + OC). Done G est le barycentre su ststeme pondere 


(A, 1), (B, 2), (C, 1)). ^ 

Nature de S : Pour un point M(x, y, z), on a CM(x, y,z — 6 ),AM(x — 2, y, z),BM( x, y — 4, z). Done 


M(x,y,z ) € S 


=> x(x — 2 ) + y 2 + z(z — 6) — x 2 — y(y — 4) — z(z — 6) = 2(x 2 + y 2 + z 2 — 12 z + 36) 
—2x + 4 y — 2(x 2 + y 2 + z 2 — 12 z + 36) 

•<=> x 2 + y 2 + z 2 — x — 2y — 12 z + 36 = 0 

4 =^ ( X+ lY + (y^lf + ( Z ^Qf= | 

S est la sphere de centre (^,1,6) et de rayon 
L’intersection S fl (P) s’obtient en resolvant le systeme 

x + I ) 2 + (y — i ) 2 + ( z — e ) 2 = | 

6x + 3y + 2z — 12 = 0 

Comme le centre de la sphere appartient au plan (P), cette inersection est le cercle di centre (^, 1, 6) et 
de rayon Ap (qui se trouve bien dans le plan; 


Exercice 3: a) Soit U et V deux vecteurs libres. Montrer que V peut s’ecrire comme somrne 
de deux vecteurs Vi et V 2 , avec Vi colineaire a U et V 2 .U = 0 . En deduire la relation 


(u.vy 


U XV 


u 


V 


b) Soit U et V deux vecteurs libres. Montrer que U = V si et settlement l’une des conditions 
suivantes est realisee. 

- II existe un vecteur W tel que U XW = V f\W et U ■ W = V ■ W 

- Pour tout vecteur W , U ■ W = V ■ W 

- Pour tout vecteur W , U XW = V XW 

c) Etablir la relation du double produit vectoriel 


U X (v X W^j = (v ■ vv) V - (u ■ p) w. 


Determiner le vecteur X sachant que X ■ U = p et X X U = V , avec p, U et V donnes. 

d) Demontrer que 

(u X I?) • (w X T^j = ( U • W} (v-t)-(u. T^j (V-W) . 

e) Soit A,B et C, trois points non alignes .Montrer que le vecteur OAXOB+OBXOC+OG XOA 
est orthogonal au plan determine par les points A , B et C. 


Rep. a) II suffit de choisir V\ la projection orthogonal de V sur l’axe de direction U et V 2 
la projection orthogonal de V sur le plan de normal U . On a V = Vj + V) avec Vi = XU et 
U. Vi = 0. Ainsi U XV = U XV 2 et U .V = U A i. En plus \\U X V\\ = \\U X V 2 \\ = ||C/||.||E|| 
et ||c/.y|| = ||P.VA|| = ||[7||.||Vi||. 

On en Meduit \\U X Pf + || U.V\\ 2 = || gf (||Vi|| 2 + ||V^|| 2 ) = || P|| 2 || P|| 2 - 
Car ||VA|| 2 + HV 2 II 2 = || P|| 2 du fait que VA.VA = 0. 
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b) II s’agit de montrer F equivalence cles 4 assertions suivantes i)U = V, ii) pour tout W, on a 
U — V AW = 0 , ii) pour tout W, on a U — V.W = 0 et iv) il existe W ^ 0 telque, U — V A W = 0 
et U — V.W = 0. Trivialement i) implique les trois autres assertions. Montrons d’un autre cote chacune 
de ses assertions implique i). 

Supposons ii) satisfaite et choisissons W _L U — V non nul. On aura 0 = ||({7— V)AW|| = || U — V ||||W|| 
et done 0 = || U — V ||. Ce qui donne i) 

Si Hi) est verifiee, on aura en particular ( U — V).{U — V) = 0 et done U — V = 0 . 

Enfin si on a iv), U — V est _ a la fois orthogonal et colineaire a W, ce qui entraine U — V = 0 . 

c) On peut etablir la relation analytiquement ou geometriquement. On prsente ici la methode 
geometrique: Soit T = U A ( V A W). Puisque T .(V A W) = 0, on obtient T ,V ,W sont coplanaire. II 
existe done a,/3 des reels telque T — aV + J3W. Comme T.U = 0, on deduit que aV.U + (3W.U = 0. 
En particular lorsque V et W sont orthogonaux et U et W sont colineaires de meme sens, le vecteur T 
est colineaire a V et de meme sens. Comme ||T|| = || U || || V || ||IE||, on a T = (U.W).V et a = W).V. 

De meme lorsque U et V sont colineaires de meme sens, T est colineaire a W mais de sens oppose. 
Done T = -(U.V)W et 0= U .V . 

Ce qui etablit la formule du double produit vectoriel: 


U A(V /\W) = (U.W)V - (U.V)W. 

Si on forme le double produit U A (X A U) = (U.U)X — (U .X)U = 
formule 

pX + U A V 


2 X — pU , on obtient la 


cl) On a 

(U A V).(W A T) = {(U A V),W, T) 

= (J,(|A|),f) 

= T.((U A V) AW) 

= -T.[(W.V)U ~{W.U)V] 

= {U.W).(V.T)-{W.V).(U.T) 

e) II suflit de verifier que le vecteur donne est colineaire au vecteur AB A ^4C' qui’est normal au plan 
(A,B,C). On a OA A OB + OB A OC + OC A OA = (OC + CA) A (AB + OB A OC + (OA + AC) A OA = 

AC A BA. 

Exercice 4: Soit A , B , C , D quatre points distincts de l’espace et £ = |m, MA A MB = MC A MD j 

1) Determiner £ lorsque A^^C.D ne sont pas coplanaires 


2) On suppose A , B, C, D coplanaires, et soit 
l’ensemble £ dans chacun des cas suivants: 

i) {AB) O {CD) = {O} 

ii) {AB) = {CD), 

iii) {AB) et {CD) sont paralleles. 


tel que I A A IB = IC A ID . Determiner 


Rep. 1) On suppose A, B, C, D non coplanaires. Alors les vecteurs MAAMB et MC A M D ne sont 
pas colineaires et dans ce cas l’ensemble £ est reduit a 0. 


2) i) On suppose maintenant que On suppose A, B, C, D sont coplanaires et que les droites {AB) et {CD) 
se coupent en un point O. On a: 

M g£ MA A WB = MC A MD 

{MO + ^)A{MO + OB) = {MO + OC)A{MO + OD) 

MOAOB + MOAAO^MdAOD + MOACd + OCAOD + OAAOB 
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Mais par hypothese O, C, D sont alignes et O , A, B alignes. Done OA A OB = OC A OD = 0, d’ou: 

M £ £ 4 => MO AOB + MO AdO = MO AOO + MO A CO 

MO AAB = MO ACD 
<=> MO A (AB - CD) = "0 

OM = k(AB -CD), keR 

ii) Sopposons maintenat que les droites (AB) et (CD) sont condondues. Dans ce cas le point / est 
sur la droite (AB) = (CD) et les calculs precedents restent valables avec le meme argument M £ 
£ IM A (AB — CD) = 0 . Si en plus AB = CD, alors £ est l’espace tout entier. Si AB ^ CD 

M £ £ IM = k(AB — CD) et puisque A, B, C, D sont alignes, £ est la droite (AB). 


iii) Supposons enfin que (AB) et (CD) sont parralleles disctincts. Soit ~u un vecteur directeur de (AB) 
et (CD) et soit J e (AB) et K £ (CD) tels que JK.lt = 0.(La droite (JK) est perpendiculaire a (AB) 
et (CD)). On a AB = alt et CD = pit. et M A A MB = (MJ + JA) A (MJ + JB) = aMJ A ~u. De 
meme MC A AID = / 3MK A ~u . 

Ainsi: M £ £ aMJ All = (3MK A ~u 1? A (aMJ — j3MK) = 0 

Si a — P 7 ^ 0, soit G le barycentre de {(J, a), (K, —/?)}, alors M £ £ aMG All = 0 et par 

consequent £ = D(G,~u). 

Si a — p = 0 , on a AB = CD et aMJ = pMK. D’ou M £ £ •<=£• It A KJ = 0 , e’est a dire que it 
etKJ sont colineaires. Ce qui contredit le fait qu’il soient non nul orthogonaux. Done £ = 0. 


Exercice 5: L’espace est rapporte a un repere orthonorme. On rappelle la formule du double 

produit vectoriel (it A it) Alv = (it .lit) it — (1? A 1?) it et on considere l’equation vectorielle 
(E) (lit A it) = it 

a) Donner une condition necessaire d’existence de solution de (E) 

b) On suppose it .it = 0 

i) Montrer que si xq est solution de (E), alors it — xt> et it sont colineaires. 

ii) Trouver xo tel que Xq = A (it A it) 

iii) Trouver l’ensemble S des solutions de (E). 


Rep. 


(E) it Alt = V 


a) Si l’equation (E) admet une solution, on doit avoir necessairement it . V = 0 


b) Soit ~x o une solution de (E) 

i) Si x est aussi une solution de (E), on a (it — it o) Alt = 0 e’est a dire que it — it q et it sont 
colineaires. 

ii) Le fait que ito = A(~u A V) soit solution de (E) s’exprime par A (it A V) Alt = V. Utilisant la 
formule du double produit vectoriel, on obtient A [(it.lt)V — (u.V)W] = V, soit A [(it.lt)V = V, ce 
qui implique que A = p!p . 

La solution recherche est clone Xq = 


iii) D’apres i), si ~x est une solution de (E), alors ~x ~~x o = kit et done it = it o + kit. Par consequent 
l’ensemble des solutions de (E) est 


<? - r 


u A V 


k a 


2 
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Exercice 6: a) Montrer que la distance d d’un point P de l’espace a une la droite D 
IvaZpI 

donnee par d = 1 |_+| 1 . L’espace etant rapporte a un repere orthonorme, appliquer a 
A(- 1,1,-1) et V (— 2 , 2 , 5). 

— > — > \UAV\ 

b) Soit 9 l’angle de deux vecteurs U et V . Montrer que tgO = 1 1 . 


V ''j est 
P(2,l,3) , 


Rep. a) Soit H la projection orthogonal de A sur la droite D 
d= PH = PA\sinO\ = PA^Z^\sin9\ = 

\w\\ 


(AV). 

\\J?AV\ 

\sin9\ 


On a 


b) On a \sin9\ = — A et I cos# I = — - ' V _1 . Par consequent: \tg6\ = 
’ 1 1 urn 1 1 m y H 1 y 1 


lie / a V|| 

\u.v\ 


Exercice 7: Soit D la droite passant par les deux points A(l, 1,0) et 13(1,0, 1) , et soit D’ la 

droite de vecteur directeur V (—1,1,0) et passant par le point 0(0, 1, 0). Determiner la perpendiculaire 
commune a D et D' et la distance de ces deux droites. 

Rep. Le vecteur directeur de la perpendiculaire commune a D et D' est orthogonal a leurs vecteurs 
directeurs. II est done colineaire a AB A V = (— 1, — 1,— 1). On choisira d?(l,l,l) comme vecteur 
directeur de cette perpendiculaire commune qu’on note A, on a 

A = P(A, it, AB) 0 P{C, ~u, V) 


Ecrivons les equations cartesiennes de ces deux plans: 


P{A, it, AB) : 0 = 

x — 1 y — 1 z 
1 11 

= 2x— y— z— 1 et P(C,lt, V) : 0 = 

x 

1 

y - 1 z 
1 1 


0 -11 


-1 

1 0 


D’ou les equation de A : 


2x — y — z — 1 = 0 

2x — y — z — 1 = 0 


x— y+2z+l 


Si H et H’ sont les intersections respectives de A avec les plans A = P(A, ~u, AB) et P(C, it, V), la 
distance entre D et D' est egale a HH' . On peut calculer cette distance en determinant les coordonnees de 
H et de H' . Mais on peut aussi remarquer que HH' est egale a la distance de n’importe quel point de D 
au plan P(C, V ,AB) parallele a D et contenant D' = D{C, V). Le calcul de T equation de P(C, V ,AB) 
donne x + y + z + 1 = 0. D’ou: 


HH' = d(A, P(C, V, AB)) 


V3 


V3 


Exercice 8: Soit la famille de plans V de direction U ( 1 , 1, 1 ) et V ( 1 , 0 , 1 ) , et le famille de 

plans V de direction U’ (— 1 , 0 , 1 ) et V' ( 0 , 1 , 1 ). 

Donner un vecteur normal a la famille V et un vecteur normal a la famille V . 

Montrer que tout plan de V est orthogonal a tout plan de V ' . 


Rep. Un vecteur normal a la famille des plans P(U , V) est U A V = (1,0, —1). Un vecteur normal 
a la famille des plans P(U', V') est U' A V' = (1, — 1, 1). Puisque U A V et U' A V' sont orthogonaux, on 
deduit que tout plan de P(U , V) est orthogonal a tout plan de P(U' , V') 


Exercice 9: a) Ecrire l’equation cartesienne du plan (Pi) engendre par les vecteurs U (1, —1,0) 

et U (0, 1, — 1) passant par le point A (1,00). Donner un vecteur normal N a ce plan. 

b) Donner les composantes d’un vecteur normal a un plan engendre par U et W ( a,b,c ). Donner 
une condition sur a, b, c pour que ce plan soit orthogonal a (Pi) . 

c) Utiliser ce qui precede pour montrer que les plans (P 2 ) engendre par U , N et (P 3 ) engendre 
par N et P(l, 1, 0) et passant tous les deux par le point P(0, 0, 1) sont orthogonaux a (Pi). Verifier 
que (P 2 ) et (P 3 ) sont orthogonaux. 
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cl) Donner un vecteur directeur de la droite ( D ) = (Pi) (~l (P 2 ) , ainsi que son equation vectorielle . 

e) Verifier que les trois plans (Pi) , (P 2 ) et (P 3 ) passent par un meme point et donner un nouveau 
repere orthonorme (b, i ' , j ' , k'^j tel que k ' colineaire a N et i' colineaire a U. 

f) Ecrire les equations des plans (Pi) , (P 2 ) et (P 3 ) dans ce nouveau repere. 


Rep. a) L’equation cartesienne de Pi (A, U , V) est donnee par le produit mixte (AM, U , V) = 0. 
En ecrivant M ( x , y, z ), on obtient Pi: x + y + z — 1 = 0. Un vecteur normal est done N(l, 1, 1). 


b) Un vecteur normal au plan engendre par U (1, —1, 0) et W(a, b , c) est U A W(—c, — c, a + b). Ce 
plan est orthogonal a Pi si et seulement si N .(U A W) = 0, e’est a dire a + b — 2c = 0. 

c) On utilise la condition trouvee en b) avec W = N, e’est a dire a = b = c = 1, et on verifie que la 
condition a + b — 2c = 0 est satisfaite. Done P 2 = P(B, U , V) est orthogonal a P\. 

Le cas du plan P 3 = P(B, N , R) est evident car N est normal a Pi (done P 3 est orthogonal a Pi). Verifions 
le quand meme en utilisant la formule d) de l’exercice 3. Repetons le, Pi et P 3 sont orthogonaux si et 
seulement si leurs normal le sont, e’est a dire (N A R).(U , V) = 0. Ce qui est bien verifie grace a la 
formule 

(N A ~R).(U,V) = (N.U)(R.V) - ( N.V)(R.U ) 

puisque N.U = N.V =0. 

la meme formule permet de montrer que P 2 et P 3 sont orthogonaux. 

(U A N).(N, ~R.) = (U.N)(N.R) - (U.R)(N.N) = -||iV|| U .~R = 0 


car U .R =0. 

d) Soit / un point quelconque de D = Pi D P 2 est IE le representant de U en I. Le vecteur lie IE 
est contenu dans Pi 0 P 2 car IE est equipollent a U et U est l’un des deux vecteurs qui engendrent Pi 
et P 2 . Par consequent U est un vecteur directeur de ( D ). Comme on peut le verifeir aisement le point 
B £ Pi n P 2 . Done l’equation vectoriel de (D) est 

M(x,y,z)€(D) ^ BM = XU 

e) Les trois plans Pi, P — 2 et P 3 passent tous par le point P(0, 0, 1). On choisit k ' = i ' = 

et j ' = k' A i Le repere de sommet B est done i / (^, — 0), j '(^, — ^); k '(^, ^) 

f) Soit (x, y, z) les coordonnees d’un point M de l’espace dans le repere initial ( O , i , j , k) et 
(x' , y ' , z') ses coordonnees dans le repere ( B , i ' , j ' , k '). On a x i + y j + z k = x' i ' + y' j ' + z' k' 
et comme i' — ^ i — ^ j , j ' = ^ i + ^ j — ^ k et k' = ^ i + ^ j + ^ k , on cleduit que 

yl + zk = x'(^fx - ^ ~J) + y'(fracV66~i + ^ k) + z'(^~i+ ^ ) 

= (^x' + ^y 1 + ^z')7 + (-^x 1 + ^§y' + ^z')7 + (1 - ^§y' + ^ z')~k 


x 1 


II en resulte les expression des anciennes coordonnees en fonction des nouvelles 


x = ^7~x’ 


y = 

z 


4v’- 

l-fv 


Vi ?> 

3 


V2 / I Vi,/ Vi y> 

2. ' :8 y 3 * 


= 1-W+ 3 Z 
L’equation du plan x + y + z — 1=0 devient en remplagant z' = 0. 

On precede de meme pour P 2 , et P 3 apres avoir ecrit leurs equations cartesiennes dans l’ancien repere. 
Une autre methode consiste a ecrire les composantes des vecteurs directeurs des plans ainsi que celles des 
points A, B dans le nouveau repere et exprimer les equations comme d’habitude. 


Exercice 10: On considere les points de l’espace rapporte a un repere orthonorme 

V (1, 1, 1) ; B (1, -1, 1) ; C (0, 1, -1) ; D (-1, 0, -3) . 

a) Montrer qu’ils sont coplanaires et donner l’equation cartesienne du plan (P) qui les contient. 

b) Donner les coordonnees de leur isobaricentre G. 

c) On definit l’application a valeurs vectorielles f qui fait correspondre a tout point M de 
> 

l’espace le vecteur f(M) defini par 
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f(M) = MA A BC + MB A CD + MC A DA + MD A AB 
> > > 

i) Montrer que /(M) est constante, /(M) = /(G) pour tout point M. 

ii) Verifier que f(A) est orthogonal a AC et conclure que f(M) est orthogonal au plan 


(^) 


Rep. 

a) Les quatres points sont coplanaire, les vecteurs AB,AC et AD sont aussi coplanaires. On a: 

0—2 0 

AB( 0,-2,0),AC(-l,0,-2) et AD(- 2, -1,-4) et 


-1 0 -2 
-2 -1 -4 


= 0 . 


L’equation du plan est 


x y — 1 2 + 1 

-1 0 -2 

-2 -1 -4 


= 4x — 2z — 2 = 0. Ou encore 2x — y — 1 = 0 


b) Les coordonnees de G sont x = \,y = \ , 2 = — ^ 

c ) i) 

/(M) = (MG + GA) ABC + (MG + GB) A CD + (MG + GC)f\DA+ (MG + GD) A AB 
= MG(BC + CBD + DA + AB) + J(G) 

= f(G) 


ii) Calculons f(A). 


f(A) = AB A CD + AC A DA + AD A AB 
= AB A Ch4 + (4G A DA 
= AC ABB 
= "0 


De sorte que f(A).AC = (AC, AC, DB) = 0. 

On voit aussi que f(A).DB = 0. Done f(M) = f(A) est normal au plan engendre par AC et DB qui est 
le plan (P). 

Exercice 11: Soit A,B,C,D des points de l’espace et G leur isobarycentre. 

1) Determiner l’ensemble Ei des points M de l’espace tels que \\mA — 2MB + AMC). 


= 3 


MD 


2) Soit I le milieu de GD et k un reel. Montrer que MG.MD = All 2 — IG 2 . determiner le 
lieu des points M tels que (MA + AIB + AIC).MD = 3k 

Rep. 

1) On a MA - 2MB + 4MC = MA + MB + MC - 3 MB + 3 MC = 3 MG + 3 BC. Ainsi 
M e Ei +=> || MG + BC || = ||MB||. Soit D' tel que GD ' = BC, on aura 

M £ Ei +=+ ||MZy|| = ||MZ)||, Ei est le plan mediateur de DD' , e’est a dire le plan orthogonal a la 
droite (DD') passant par le milieu du segment DD' . 

2) On a 

MG.MD = (MI + IG) (MI + ID) 

= (MI + IG)(MI -IG) 

= \\MI\\ 2 -\\IG\\ 2 

Comme G est l’isobarycentre de A, B, C, on a (MA + MB + MC).MD = 3 MG.MD et par suite 
M e E 2 +=+ 3MG.MD = 2k 

+=+ ||MJ|| 2 H|7G|| 2 = fc 

+=+ \\MI\\ 2 = \\IG\\ 2 + k 

Si k < — ||/G|| 2 , E 2 = 0 
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Sik = -\\IG\\ 2 , E 2 = {I}, 

de rayon \J k + ||/G|| 2 . 

distincts fixes de l’espace. On definit l’application 
M de l’espace le point M' = f(M) clefini par 


passant par un point O et de vecteur directeur non 
nul u est une droite A dont on precisera un point et un vecteur directeur. Verifier que D e t A 
sont orthogonales. 

b) Pour tout point M determiner / o f(M) et / o / o f(M) . 

Rep. a) Soit M un point de la droite D(C,lt) et notons M' = f(M) et C' = f(C). On a 

CM' = CA + AM' = AB A (CA + AM) = AB A CM 

et M G D(C , it) entraine l’existence de a tel que CM = alt. D’ou C'M' = au' avec v! = AB A it. Par 
consequent, l’image de D(C,lt) et la droite D{C , u'). 

Comme wet u' sont orthogonaux, on deduit que les clroites D(C, it) et D{C ' , u') sont perpendiculaires 

b) Soit M' = f(M) et M” = f(M'), on a AM' = ABA AM et 

AM* = AB A AM' = AB A (AB A AM). 

M” est dans le plan P(A, AB , AM). Le vecteur AM” est orthogonal a AB et sa norme est ||AM”|| = 
\\AB\\ 2 \\AM\\\sin(AB,AM)\. 

En definitive, le point M” = fof(M) est sur le plan P(A, AB, AM), de plus AM” .AB = 0 et ||AM”|| = 
\\AB\\ 2 \\AM\\\sin(AB,AM)\. 

De meme pour M ^ = /(M”), on a AM^ = AB A AM” et le point M^) est sur la normal au plan 
P(A,AB,AM) et tel que ||AM< 3 >|| = \\AB\\ 2 \\AM\\\sin(AB,AM)\. 


Si k > — ||/G|| 2 , E 2 est la sphere de centre I et 

Exercice 12: Soit A et B deux points 

ponctuelle / qui fait correspondre a tout point 
AM = ABA AM . 

a) Montrer que l’image par / d’une droite D 


Exercice 13: Soit O un point du plan affine V, k un reel strictement positif et / l’application 

de V \ {0} dans V \ {0} clefinie par 

m € V \ {0} — i f(iTi) = M tel que OM = .. ||2 0m . 

1) Etablir que / est une application involutive , c’est a dire / o / = / 

2) Quel est l’ensemble des points invariants par / ? Montrer que / partage V \ {0} en trois 
regions Ai,A 2 ,A 3 telles que f(A 1 )=A 1 , ,/(A 2 ) = A 3 et ,/(A 3 )=A 2 . 

3) On considere V comme le plan complexe et on designe par a, z, Z les affixes respectives de 
Cl,m,M . Montrer que 

M = /(m) Z = a+ == . On pose f(z) = a+ == , retrouver les resultas de 1) 

et de 2). 


Rep. 

1) Montrons que / est involutive (c’est a dire / o f(M) = M). Soit M' = /(M) et M ” = f(M'). On 

a sir = Ml sir et sir = -J^SIM. Ce qui donne 
IIom'ii 2 ||nM|| 2 

slm = usT/vrii 2 — — sir = mm 

k 2 ||f2M|| 2 


On a bien / o f(M) = M. 


2) Un point A I est invariant par / si f(M) = M, ce qui est equivalent a ClM = 


||OM|| 


MM, ou encore 


\\QM || 2 = k. L’ensemble des points invariants par / est clone le cercle 0(0, Vk) de centre O et de rayon 
\fk. Soit 

Ai = 0(0, Vk) = {M G P : ||0M|| 2 = k} 
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A 2 = {MeP : \\nM \\ 2 < k} 

A 3 = {M £ P : ||0M|| 2 > k} 

Determinons f(A 2 ). Pour M G A 2 et M' = f(M), on a OM' = |3M > k. Done f(M) G A 3 et on 

a f(A 2 ) C A 3 . Comme / est involutive on deduit que A 2 = f o f(A 2 ) C f{A 3 ). On montre de meme que 
f(A 3 ) C A 2 et A 3 = f o f{A 3 ) C /(A 2 ). Finalement 

/(^i) = ^i f(A 2 ) = A 3 f(A 3 ) = A 2 . 

3) On a M = f(m) <==>■ OM = -=^ — Qrri. Dans le plan complexe cela s’ecrit Z — a = k , . (z — a), 

’ ’ |Pm || 2 H V (z-a)(z-a)\ 

soit Z = a + =^= • 

2— a 

Posons Z = f(z), on a f 2 (z ) = f(Z) = a + ==. Comme Z — a = on a f 2 (z) = a + z — a = z. 

a + =£= = 2 ; 

2 — Q; 

z — a = =£= 

z—a. 

\z — a \ 2 = k 
z G C7(fi, Vfc) 

Les autres assertions s’obtiennent de la meme maniere. 





CHAPTER 3 


Fonctions vectorielles 


Exercice 1. Donner la nature des courbes suivantes 

2x 2 + 6 xy + 5 y 2 + 4x + 6 y + 1 = 0 

2a; 2 — 4a :y + 2 y 2 — 3a; + 3y + 1 = 0 

4a; 2 + 12xy + 9 y 2 — 2x + 1 = 0 

(2a; + y — l) 2 — 3 (x + y) = 0 

(x + y + 1) (x - y + 3) = 3 

Exercice 2 Montrer que pour qu’un vecteur derivable V (t) garde un module constant, il faut et 
il suffit que V (t)et V'(t) soient orthogonaux. Pour qu’un vecteur derivable V (t) garde une direction 
invariante, il faut et il suffit que V ( t ) et V'(t) soient colineaires. 


Rep. Soit V (t) un vecteur derivable de module constant ||V(t)|| = c. On aura V(t).V(t) = 
|| V” (t) || 2 = c 2 , ce qui entraine que (V(t).V(t))' — 0 et clone que 2(V (£))'. V (t) = 0. Finalement 
V (t)et V'(t) soient orthogonaux. La reciproque s’obtient de la meme maniere. 

Pour la reciproque, remarquons que V (t) que garde une direction constante si et seulement si le 


vecteur 


v(t) 


est constant, ce qui equivaut a ( )' = 0. On calcule cette derivee, 


(V(t)y\\vm-V(t)2 


(v(t)MV(t)/ 

v(OII 


i^wii " _^nv(t)ib 

qu’est nul lorsqu’on suppose que V (£))' et V ( t ) sont colineaires a(t)(V (£))' = V (t). 


\v(t)\\ 


Exercice 3 

Dans l’espace affine E 3 rapporte a un repere orthonorme 
(o, i , j , k^j , soit P le plan d’equation x — 2y — ?>z = 0 . On se donne le vecteur 

~u = — i + 2 j + 3 k et on definit l’application p : E 3 — > P par p(M) = M' tel que MM' A 
~u = 0 . 


1) Donner une interpretation geometrique de p . 

2) Donner une representation parametrique de C' = p(C ) , ou C est l’ensemble des points 

M de E 3 de coordonnees x = t , y = t 2 , z = t 3 . Soit D la tangente a C au point A 

correspendant a t = 1 . Verifier que p{D) est la tangente a C’ au point correspendant a t = 1. 

> > > 

Rep. 1) On a u est orthogonal au plan P et MAI 1 A, u = 0 entraine que MM' est aussi 

orthogonal a P. Puis que en plus M' £ P , on cleduit que e’est la projection orthogonal de M sur P . 


2) Soit M(£,£ 2 ,£ 3 ) € C et M'(x,y,z) son image, il existe A reel tel que MM 1 = Au. Ce qui donne 
x — t = —A, y — t 2 = 2A et z — t 3 = 3A et par suite x = t — A, y = t 2 + 2A et z = t 3 + 3A. Du fait que 
M' € P, on tire que t — 2t 2 — 3 1 3 = 14A 


Exercice 4 

Montrer que la torsion r(t) en un point d’une courbe definie par une fonction vectorielle F(t) 
est donnee par la formule 


'(*) = -' 


|F'(t)AF”(t)|| J 


On peut proceder comme suit : 


i) Calculer F' ( t ) . ii) Montrer que N'(t).T(t) + v(t)c(t) = 0 et N'(t).B(t) + rv(t) = 0 , 

ou v(t) = ||P'(£)|| 

> 

iii) Calculer A T'(t) et deduire la formule du calcul,du produit mixte 
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(F'(t),F"(t),F"'(t)). 

Exercice 5 

Determiner la courbure, le rayon de courbure, le centre de courbure et la tortion en un point 
queconque M de chacune des courbes suivantes 

F(t) = (3 t 2 ,t 3 — 3 t, t 3 + 3 t) . Application a t = 1 . 

G(t) = ( a cos 3 9, a sin 3 9, a cos 29) 

Exercice 6 Soit la portion de courbe ( C ) y = \fx , 0 < x < 4. Determiner l’equation de la 
surface de revolution obtenue par rotation de (C) autour de la droite d’equations y = 3, 2 = 0. 
(On peut effectuer le changement de variable u = y — 3 ) . 

Exercice 7 

Soit ( S ) la surface d’equation a; sin - — y cos - = 0. Donner une representation parametrique 
de ( S ) . Trouver le lieu des points de (S) en lesquels le plan tangent passe par un point donne 

A(a, o, o ). 


Exercice 8 

Soit la courbe (C) clont une representation parametrique est x = cos 3 1 , y = sin 3 t , z = cos 2 1 

1) Determiner la surface engendree par cette courbe en tournant autour de l’axe Oz. 

2) Calculer la courbure et le rayon de courbure en un point de (C) pour lequel t ^ fcf, k € Z. 

3) Determiner les coordonnees du centre de courbure en un tel point ainsi que le triedre de Frenet 
en ce point. 

4) Quel est le lieu du centre de courbure lorsque (C) tourne autour de Oz ? 

Exercice 9 

Soit ( S ) la surface de representation parametrique 

x(u, v) = 1 + m cos , y(u,v) = 1 + usinv , z(u, v) = u 2 cos 2v. 

1) Verifier que les points (1,1,0) et (0,0,0) appartiennent a (S) . 

2) Calculer (x — l) 2 — (y — l) 2 pour donner F equation cartesienne de ( S ) . Nature de ( S ) . 

3) Donner l’equation du plan tangent a ( S ) en un point (xq, yo, Zq) de (S'). 

4) Determiner le lieu des points M(xo,yo,Zo) de (S) tels que le plan tangent en M(xo,yo,Zo) 
passe par l’origine. 

5) Verifier que ce lieu est une courbe plane (C) qui est l’intersection de (S) avec le plan ( P ) 
d’equation 2xq + 2yg + 2 zq = 0 

6) Quel est le plan osculateur a (C) en l’un quelconque de ses points? 

7) Donner une representation parametrique de ( C ) . (On pourra la cleduire de celle de (S) a 
l’aide de l’equation de (P) ). Identifier (C). 

Exercice 10 

Soit a > 0. 1) Montrer q’un plan contient la droite (D i) : 

2 = 2a , y = 0 si et seulement s’il existe tel que son equation cartesienne se mette sous la 

forme y = a(z — 2a) . Montrer de meme q’un plan contient la droite (P 2 ) : 2 = —2a, x = 0 si et 
seulement s’il existe /3 G K tel que son equation cartesienne se mette sous la forme x = f3 (2 + 2a) . 

2) Donner F equation cartesienne de la droite (A aj| g) intersection d’un plan passant 
par ( Di ) et d’un plan passant par (P 2 )- Verifier que les points de coordonnees (0, — 4acc, — 2a) et 
(4a/3,0,2a) appartiennent a ( A a t p) et donner les equations parametriques de (A a ^) . 

3) Donner l’equation de la surface (S) engendree par la droite s’appuyant sur les 
droites (Pi) et (P 2 ) et sur le cercle 2 = 0 , x 2 + y 2 = a 2 . 

4) Quelle est la nature des sections de ( S ) par les plans 2 = h, h € R 

Exercice 11 

l)Verifier que la courbe (C) : x = 2t , y = 2t 2 , 2 = 2f 3 , est sur la surface (E) d’equations 
parametriques 

x = u + v , y = u 2 + v 2 , 


2 = U 3 + V 3 . 
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2) Montrer que ( C ) = {M(u, v) € (E) , u = vj 

= {M(u,v) € (E) , (| g, IS) (§f> if) sonicoim&ires} . 

3) Donner un vecteur normal au plan osculateur de (C) en un point courant M(t) 

, equation cartesienne de ce plan. Quel est ce plan pour i = 0 et f = 1 ? Determiner les parametres 
u e tv corrependants a t = 0 eta t = 1. 

4) Donner l’equation du plan tangent a (E) en un point M[u) en lequel v = —u 
, u / 0 Verifier que tous ces plans contiennent l’axe Oy. 

Exercice 12 

Soit <p(x,y) une fonction de classe C 2 definie dans un domaine D de K 2 . On pose ff = P > 

= Q- Soit la surface ( S ) d’equation z = ip(x,y), M = M(x,y ) le point de ( S ) de coordonnees ( x,y,z ) 
et P = P(x,y) la projection orthogonale de l’origine O sur le plan tangent a (S) en M. On note (E) 
l’ensemble des points P lorsque M decrit ( S ). 

1) Donner l’equation du plan tangent a ( S ) en un point M(x,y). 

2) Calculer les coordonnees X, Y, Z de P en fonction de x, y, z,p , q. 

3) Montrer que (E) admet une representation parametrique definie par la fonction vectorielle F (x, y) = 
/( x, y) pi +qj — k , les parametres x, y variant dans le domaine D et f(x, y) une fonction a 
determiner. 

2 2 

4) On suppose que ( S ) est le paraboloide hyperbolique d’equation 2 = <p(x,y) = x 2 V . Exprimer 

dans ce cas X, Y et Z puis montrer que (E) a pour equation cartesienne 2Z(X 2 + Y 2 + Z 2 ) + 

X 2 — Y 2 = 0 . Montrer que si (E) admet au point P un plan tangent, la normale a (E) en ce 

point est la droite (PI) ou I est le milieu du segment OM. 
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Examen 2005/2006 

Universite Mohammed V-Agdal 
Faculte des sciences Mathematiques 
Controle final cle Calcul Vectoriel 


Semestre 1 ; 2005 -2006 
SM - SMI 
Duree : 1 H 30mn 


Exercice 1 Donner la forme canonique cle la conique suivante, puis la reconnaitre : 
3x 2 +y 2 +2\/3xy + 7x+\/3y + 2 = 0 

On rappelle les formules de changement cle coordonnees par rotation d’angle 9 qui lient les anciennes 
coordonnees (x, y) aux nouvelles (A, Y) : 

x = X cos 9 — Y sin 9 , y = X sin 9 + Y cos 9 
X = x cos 9 + y sin 9 , Y = —x sin 9 + y cos 9 

Exercice 2 L’espace etant rapporte a un repere orthonorme [o, i , j , k^j, soit les trois points de 
l’espace A (1,0,0); B (0,1,0); C (0,0,1) et G le barycentre du systeme {+1(1) , 13(1), 0(2)} . 

1) Determiner les coordonnees de G et montrer qu’il est clans le plan defini par les points A,B,C. 

2) Soit a un reel non nul et le point K tel que OK = aOG 

i) Donner en fonction de a , les composantes d’un vecteur n\ normal au plan {V\) determine par les 
points A,C,K , et celles d’un vecteur n/ normal au plan ('P 2 )determine par les points B,C,I\. 

ii) Deduire la condition sur a pour que les plans (Vi) et (V 2 ) soient orthogonaux . Determiner a 
pour qu’il en soit ainsi. 

Exercice 3 Soit ( S ) la surface de representation parametrique 
x = u cos v; y = u sin v; z = ^u 2 cos 2v 

1) Calculer x 2 — y 2 et donner l’equation cartesienne cle ( S ) . 

2) Donner un vecteur normal a ( S ) en un point quelconque M(xq, j/q, +) cle ( S ) . Donner l’equation 
cartesienne du plan tangent a (5) au point M(xo, yo, Zq). 

3) Montrer que F ensemble des points M(xo, yo, zo)de ( S ) en lesquels le plan tangent passe par le 
point A( 1, 1, 1) est l’intersection de ( S ) et clu plan d’equation xo + yo — zq — 1 = 0. 

4) Montrer que la courbe (C) d’equations parametriques 
x = cos t; y = sin t; z = \ cos 2 1 

est contenue dans ( S ) 



